5. Aritmeticke funkcije

Prisjetimo se: Funkciju v : N —C za koju vrijedi:

i)J (1) =1;

ii) ¥ (mn) = ¥ (m)dJ(n) za sve m,n takve da je
(m,n) =1,

nazivamo multiplikativna funkcija.

Primjer: Eulerova funkcija.(Teorem 2.8)

UocCimo: Ako je f multiplikativna funkcija, onda je i
funkcija defirirana sa

g(n)=>_f(d)
dn

takoder multiplikativna funkcija. Neka je (m,n) = 1.
Tada je

g(mn) =33 f(dd) "ENN N fla) f(d) =

dlm d'|n dm d'|n

O F@)> f(d)=g(m)-g(n)

dlm d'|n




Definicija 5.1 Mébiusova funkcija 11 (n), n € N, je
definirana sa

0, ako n nije kvadratno slobodan;

p(n) = (—1)F ako je n = pipa - - - pr,
’gdje su p; svi razliCiti prosti brojevi.

UocCimo: 1 multiplikativha funkcija, pa je i funkcija de-
firirana sa

v(n)=Y p(d
d|n
takoder multiplikativha funkcija. Dakle,

ov(l)=1;
e Zan > (0imamo

vin)=v(p'py’ i) =v(py) o v(pt) =
(e (1) +p(pr)) - oo - (e (1) + p(pr) =
—(1-1)-...-(1=1)=0.

Primjer 5.1 Dokazimo da je

ITHE

n<x

< 1.

> u(n) EJ

n<x




Teorem 5.1 (Mobiusova formula inverzije) Neka je
f : N —C proizvoljna funkcija, te neka je

:Zf(d),nEN.
dln

Tada je
n

=2 F(G).

dln
Obrnuto, ako je f (n) =" u(d) F (%) za svakin € Z,

d|n
ondaje F'(n)=>_ f(d).
dln

Dokaz:

UocCimo: Ako prethodni teorem primijenimo na

ng =n (Teorem 2.9)
dln

dobivamo

d
0-n 3R

dln
Definicija 5.2 Neka je n € N. OznacCimo:

e 7 (n) — broj pozitivnih djelitelja broja n;

e 0 (n) — sumu svih pozitivnih djelitelja broja n.



Vrijedi:
T(n)=>) 1 i o(n)=)>) d
dln dln

pa su obje funkcije multiplikativhe. Kako je

() =j+1 i o (p) = l4ptpPt. D =

dobivamo

T(PI'PL" ) = Hl(Oéz +1) i

a;+1 1

k
D,
[1
1=1

1
pi — 1

a2

o (p]'py” - pgk)

pj+1_1
p—1

Primjer 5.2 Za prirodan broj n kazemo da je savrSen
ako je o (n) = 2n, tj. ako je n jednak sumi svojih
pravih djelitelja. Npr. 6 i 28 su savrSeni brojevi. Nije
poznato je li postoji iti jedan neparan savrsen bro;j.

Dokazimo: paran broj n je savrSen ako i samo ako
ima oblik 2/~ (27 — 1), gdje su p i 2” — 1 prosti brojevi.



Zadatak 5.1 IzraCunajte

>y

d|n
Propozicija 5.1
i)o(n) <n(l+1Inn)zasven > 2;
i) o(n) > 1 L zasven > 2.

Dokaz:

Ispitivanje asimptotskog ponasanja aritmetickih funkcija

Zelimo ocjeniti sume oblika

> fn),

n<x

gdje je x dovoljno velik realan broj.



Oznake za usporedbu rasta dviju funkcija kad
argument tezi u beskonacno.

Neka je su f (x) i h(x) bilo koje funkcije i g (z) pozi-
tivna funkcija, gdje je x € N ili z € R. PiSemo

fz)<glz) (i f(z)=0(g(z)))
ako postoje konstante B i (' takve da je
f (z)] < Cg ()

zasve xr > B. Ako je

piSemo

fle)=o(g(x)) 1 flz)~g(z)




Primjer 1: Imamo

sinz| < 1= sine <1, {

sinz = O (1)
i v+sine=2+0(1) (|rv+sine—z|=|sinz] <1).
i
I 1
z| <zx4+— i1 j[z2+—-|<2x zZazx>1=
x T

I .
r+-—<rLr+—, .

X X
1 , 1
r+—=0(z) Ix:O(x+—)
x x
Nadalje, kako je
fim 25T 0 5ot ko (a)
im = r+—=o0(x
T—00 332 i
. T +sinz
lim

=1 = x+sinxr ~x
T



Primjer 2: Bududi je

o) = o — {a}
i {x} je omedena (0 < {z} < 1), mozemo pisati
lz|=2+0().

Slicno, za x > 1, zbog

dt<z <1+f dt,

n<x

1
] SZE<1+1D5€’

n<x

LJSJ 1

tj. zbog

mozemo pisati

1
Y- |
- nx+ 0 (1),

n<x
Propozicija 5.2

i) Y 7(n)=xzlhz+ O (z);

n<x

i) > o(n) =52+ O (zlna)

n<x
i) > o (n) =322+ O (zlnx)
n<x

Dokaz:




Buducdi je

ng(n) = ix ‘+O(rlnx),

2

Zn< r(r+1)

n<x

n<x

, %azQ +Crlnx
lim > =1,
T—00 =

moze se pokazati da je

ng( N—:U an —?

n<x n<x

Ovo mozemo interpretirati i tako da kazemo da je
vjerojatnost da su dva nasumice odabrana cijela
broja relativno prosta jednaka

A = _ 6 060703
Sn _%xQ_WQN ' '

n<x



Za ocjenu sume ) F'(n) korisno je F' prikazati u
n<x

obliku F'(n) = >_ f (d), koriste¢i npr. Mdbiusovu for-
d|

mulu inverzije. Imamo

Y Fm)=> > fld=> f(d)=

n<x n<x ﬂn
dm<zx

LTS e <l b yirati]

d<x d<x

Primjer 5.3 Dokazimo da vrijedi

Z# = %erO(lnx),

n<x n
Zw—ﬁaﬂrO(ln )
o = 6 €T).

n<x



Distribucija prostih brojeva.

Neka je 7 (x) broj prostih brojeva p, p < x.
Godine 1896. Hadamar i de la Vallée Poussin su
dokazali da je

X

Moze se dokazati nesto slabija tvrdnja, tj. da postoje

realni brojevi a, b takvi da je
X

X
CLE < 7T<CC) < b@,

za dovoljno velike x (dokaz u skripti str. 55.-59.).

Riemanova zeta funkcija je definirana sa

1
C(S) — g
n=1 n

gdje je s € Ci Res > 1 (da bi red konvergirao).

Osnovna veza izmedu Riemanove zeta funkcije i
prostih brojeva je dana tzv. Eulerovom produktnom
formulom




