
5. Aritmeti �cke funkcije

Prisjetimo se: Funkciju # : N!C za koju vrijedi:

i) # (1) = 1;

ii) # (mn) = # (m)# (n) za sve m;n takve da je
(m;n) = 1;

nazivamo multiplikativna funkcija.

Primjer: Eulerova funkcija.(Teorem 2.8)

Uo�cimo: Ako je f multiplikativna funkcija, onda je i
funkcija de�rirana sa

g (n) =
X
djn

f (d)

takod̄er multiplikativna funkcija. Neka je (m;n) = 1:
Tada je

g (mn) =
X
djm

X
d0jn

f (dd0)
f�mult:
=

X
djm

X
d0jn

f (d) f (d0) =

X
djm

f (d)
X
d0jn

f (d0) = g (m) � g (n)



De�nicija 5.1 Möbiusova funkcija � (n), n 2 N; je
de�nirana sa

� (n) =

8<: 0; ako n nije kvadratno slobodan;

(�1)k ; ako je n = p1p2 � � � pk;
gdje su pi svi razli�citi prosti brojevi.

Uo�cimo: � multiplikativna funkcija, pa je i funkcija de-
�rirana sa

� (n) =
X
djn

� (d)

takod̄er multiplikativna funkcija. Dakle,

� � (1) = 1;

� Za n > 0 imamo

� (n) = � (p�11 p
�2
2 � � � p

�k
k ) = � (p

�1
1 ) � ::: � � (p

�k
k ) =

(� (1) + � (p1)) � ::: � (� (1) + � (pk)) =
= (1� 1) � ::: � (1� 1) = 0:

Primjer 5.1 Doka�imo da jeX
n�x

� (n)
jx
n

k
= 1 i

�����X
n�x

� (n)
jx
n

k����� � 1:



Teorem 5.1 (Möbiusova formula inverzije) Neka je
f : N!C proizvoljna funkcija, te neka je

F (n) =
X
djn

f (d) ; n 2 N:

Tada je

f (n) =
X
djn

� (d)F
�n
d

�
:

Obrnuto, ako je f (n) =
P
djn
� (d)F

�
n
d

�
za svaki n 2 Z,

onda je F (n) =
P
djn
f (d) :

Dokaz:

Uo�cimo: Ako prethodni teorem primijenimo naX
djn

' (d) = n (Teorem 2.9)

dobivamo

' (n) = n
X
djn

� (d)

d
:

De�nicija 5.2 Neka je n 2 N: Ozna�cimo:
� � (n)� broj pozitivnih djelitelja broja n;

� � (n)� sumu svih pozitivnih djelitelja broja n:



Vrijedi:

� (n) =
X
djn

1 i � (n) =
X
djn

d;

pa su obje funkcije multiplikativne. Kako je

�
�
pj
�
= j+1 i �

�
pj
�
= 1+p+p2+:::+pj =

pj+1 � 1
p� 1

dobivamo

� (p�11 p
�2
2 � � � p

�k
k ) =

kQ
i=1

(�i + 1) i

� (p�11 p
�2
2 � � � p

�k
k ) =

kQ
i=1

p�i+1i � 1
pi � 1

:

Primjer 5.2 Za prirodan broj n ka�emo da je savr�en
ako je � (n) = 2n; tj. ako je n jednak sumi svojih
pravih djelitelja. Npr. 6 i 28 su savr�eni brojevi. Nije
poznato je li postoji iti jedan neparan savr�en broj.
Doka�imo: paran broj n je savr�en ako i samo ako
ima oblik 2p�1 (2p � 1) ; gdje su p i 2p� 1 prosti brojevi.



Zadatak 5.1 Izra�cunajteX
djn

1

d
:

Propozicija 5.1

i) � (n) < n (1 + lnn) za sve n � 2;

ii) ' (n) > 1
4 �

n
lnn za sve n � 2:

Dokaz:

Ispitivanje asimptotskog pona�anja aritmeti�ckih funkcija

�elimo ocjeniti sume oblikaX
n�x

f (n) ;

gdje je x dovoljno velik realan broj.



Oznake za usporedbu rasta dviju funkcija kad
argument te�i u beskona�cno.

Neka je su f (x) i h (x) bilo koje funkcije i g (x) pozi-
tivna funkcija, gdje je x 2 N ili x 2 R. Pi�emo

f (x)� g (x) (ili f (x) = O (g (x)) )

ako postoje konstante B i C takve da je

jf (x)j � Cg (x)

za sve x � B: Ako je

f (x)� h (x)� g (x) ;

pi�emo

f (x) = h (x) +O (g (x)) :

Nadalje, pi�emo

f (x) = o (g (x)) i f (x) � g (x)

ako je

lim
x!1

f (x)

g (x)
= 0 i lim

x!1

f (x)

g (x)
= 1; redom.



Primjer 1: Imamo

jsinxj � 1) sinx� 1; tj. sinx = O (1)

i x + sinx = x +O (1) ( jx + sinx� xj = jsinxj � 1 ).

i
jxj � x + 1

x
i
����x + 1x

���� � 2x za x � 1)

x +
1

x
� x� x +

1

x
; tj.

x +
1

x
= O (x) i x = O

�
x +

1

x

�
Nadalje, kako je

lim
x!1

x + 1
x

x2
= 0 ) x +

1

x
= o

�
x2
�

lim
x!1

x + sinx

x
= 1 ) x + sinx � x



Primjer 2: Budući je

bxc = x� fxg

i fxg je omed̄ena (0 � fxg < 1), mo�emo pisati

bxc = x +O (1) :

Sli�cno, za x > 1, zbog
bxcR
1

1

t
dt �

X
n�x

1

n
< 1 +

xR
1

1

t
dt;

tj. zbog

0 � ln bxc �
X
n�x

1

n
< 1 + lnx;

mo�emo pisati X
n�x

1

n
= lnx +O (1) ;

Propozicija 5.2

i)
P
n�x
� (n) = x lnx +O (x);

ii)
P
n�x
� (n) = 1

12�
2x2 +O (x lnx)

iii)
P
n�x
' (n) = 3

�2x
2 +O (x lnx)

Dokaz:



Budući je X
n�x

' (n) =
3

�2
x2 +O (x lnx) ,

X
n�x

n � x (x + 1)
2

i

lim
x!1

3
�2x

2 + Cx lnx
3
�2x

2
= 1,

lim
x!1

x(x+1)
2
1
2x
2
= 1;

mo�e se pokazati da jeX
n�x

' (n) � 3

�2
x2 i

X
n�x

n � 1
2
x2:

Ovo mo�emo interpretirati i tako da ka�emo da je
vjerojatnost da su dva nasumice odabrana cijela
broja relativno prosta jednakaP

n�x
' (n)P

n�x
n

'
3
�2x

2

1
2x
2
=
6

�2
� 0:607 93:



Za ocjenu sume
P
n�x
F (n) korisno je F prikazati u

obliku F (n) =
P
djn
f (d) ; koristeći npr. Möbiusovu for-

mulu inverzije. ImamoX
n�x

F (n) =
X
n�x

X
djn

f (d) =
X
d;m
dm�x

f (d) =

=
X
d�x

f (d)
jx
d

k
= x

X
d�x

f (d)

d
+O

0@X
d�x

jf (d)j

1A
Primjer 5.3 Doka�imo da vrijediX

n�x

' (n)

n
=

6

�2
x +O (lnx) ;

X
n�x

� (n)

n
=
�2

6
x +O (lnx) :



Distribucija prostih brojeva.

Neka je � (x) broj prostih brojeva p; p � x:
Godine 1896. Hadamar i de la Vallée Poussin su
dokazali da je

� (x) � x

lnx
:

Mo�e se dokazati ne�to slabija tvrdnja, tj. da postoje
realni brojevi a, b takvi da je

a
x

lnx
< � (x) < b

x

lnx
;

za dovoljno velike x (dokaz u skripti str. 55.-59.).

Riemanova zeta funkcija je de�nirana sa

� (s) =
1X
n=1

1

ns
;

gdje je s 2 C i Re s > 1 (da bi red konvergirao).
Osnovna veza izmed̄u Riemanove zeta funkcije i
prostih brojeva je dana tzv. Eulerovom produktnom
formulom

� (s) =
Y

p�prost

�
1� 1

p�s

��1
:


