
3. Kvadratni ostaci

De�nicija 3.1 Neka je (a;m) = 1: Ako kongruencija
x2 � a (modm) ima rje�enja, onda ka�emo da je a
kvadratni ostatak modulo m. U protivnom ka�emo da
je a kvadratni neostatak modulo m:

Primjer 3.1 Kvadratni ostaci modulo 5 su 1 i 4, a
neostaci 2 i 3.

Teorem 3.1 Neka je p neparan prost broj. Reducirani
sustav ostataka modulo p sastoji se od p�1

2 kvadrat-
nih ostaka i p�12 kvadratnih neostaka.

Dokaz:

Zadatak 3.1 Odredite sve kvadratne ostatke:
a) modulo 7; b) modulo 17;

De�nicija 3.2 Neka je p neparan prost broj.
Legenderov simbol

�
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�
je jednak 1 ako je a kvadratni

ostatak modulo p, �1 ako je a kvadratni neostatak
modulo p; a 0 ako p j a :
Dakle, broj rje�enja kongruencije x2 � a (mod p) je
jednak 1 +

�
a
p

�
:



Teorem 3.2 (Eulerov kriterij) Neka je p neparan
prost broj. Tada je�
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p

�
� a

p�1
2 (mod p):

Dokaz:

Propozicija 3.1
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iii) Ako je (a; p) = 1; onda je
�
a2

p

�
= 1;

iv)
�
1
p

�
= 1;

�
�1
p

�
= (�1)
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Dokaz:

Teorem 3.3 (Gaussova lema) Neka je p neparan
prost broj i (a; p) = 1: Promotrimo brojeve a; 2a; 3a; :::;
p�1
2 � a; te njihove najmanje nenegativne ostatke pri
dijeljenju s p: Ozna�cimo s n broj ostataka koji su veći
od p

2. Tada je
�
a
p

�
= (�1)n.

Dokaz:



Teorem 3.4 Ako je p neparan prost broj i (a; 2p) = 1,
onda je �
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tj. broj 2 je kvadratni ostatak modulo p ako i samo ako
je p oblika 8k � 1:

Dokaz:

Teorem 3.5 (Gaussov kvadratni zakon reciprociteta)
Ako su p i q razli�citi neparani prosti brojevi, onda vri-
jedi �
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Drugim rije�cima, ako su p i q oba oblika 4k + 3, onda
jedna od kongruencija x2 � p (mod q), x2 � q (mod p)
ima rje�enje, a druga nema. Ako je barem jedan od
brojeva p i q oblika 4k + 1, onda obje kongruencije ili
imaju rje�enje ili obje nemaju rje�enje.

Dokaz:



Primjer 3.1 Izra�cunajmo�
�42
61

�
:

Primjer 3.2

a) Odredimo sve proste brojeve p takve da je �2
kvadratni ostatak modulo p;

b) Doka�imo da postoji beskona�cno prostih brojeva
oblika 8k + 3:

Zadatak 3.1

a) Odredite sve proste brojeve p takve da je
�
�3
p

�
= 1;

b) Doka�ite da postoji beskona�cno prostih brojeva
oblika 6k + 1:

Primjer 3.3

a) Neka je p � 3(mod 4) prost broj takav da je
q = 2p + 1 takod̄er prost. Doka�imo da je tada
2p � 1 (mod q);
b) Poka�imo da Mersennov broj M251 = 2

251 � 1 nije
prost.



Primjer 3.4 Prosti brojevi p i q nazivaju se prosti
brojevi blizanci ako je

q = p + 2:

Nedokazana slutnja: Postoji beskona�cno mnogo
parova prostih brojeva blizanca.

Doka�imo da postoji a 2 Z takav da p
�� �a2 � q� ako

i samo ako postoji b 2 Z takav da q
�� �b2 � p�;

Primjer 3.5 Neka je
�
a
p

�
= 1: Nad̄imo rje�nja kon-

gruencija x2 � a (mod p) ako je p = 4k+3 ili p = 8k+5:

Primjer 3.6 Neka je p � 1 (mod 4) : Izra�cunajmo
sumu svih kvadratnih ostataka r modulo p, takvih da
je 1 � r � p� 1:

Primjer 3.7 Neka je (k; p) = 1: Izra�cunajmo
p�1P
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:

Zadatak 3.2 Neka je (a; p) = 1: Izra�cunajte
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:



De�nicija 3.3 Neka je Q neparan prirodan broj, te
neka je Q = q1 � ::: � qs, gdje su q1; :::; qs neparni prosti
brojevi, ne nu�no razli�citi. Tada se Jacobijev simbol�
a
Q

�
de�nira sa �

a

Q

�
=

sQ
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:

gdje je
�
a
qj

�
Legenderov simbol.

Uo�cimo:

� Ako je Q prost broj, onda se Legenderov i Jacobijev
simbol podudaraju;

� Ako je (a;Q) > 1, onda je
�
a
Q

�
= 0; ina�ce�

a
Q

�
2 f1;�1g ;

� Ako je a kvadratni ostatak modulo Q; onda je a
kvadratni ostatak modulo qj; za svaki j = 1; :::; s.
Ovo povla�ci: Ako je a kvadratni ostatak modulo Q;
onda je

�
a
Q

�
= 1;

�
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a
Q

�
= 1 ne povla�ci a kvadratni ostatak modulo Q:



Primjer: Imamo�
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ali kongruencija

x2 � 2 (mod 15)

nema rje�enja;

� Da bi a bio kvadratni ostatak modulo Q nu�no je i
dovoljno da je

�
a
qj

�
= 1 za svaki j = 1; :::; s.

Propozicija 3.2 Neka su Q i Q0 neparni prirodni bro-
jevi. Tada vrijedi:
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Dokaz:



Propozicija 3.3 Ako je Q neparan prirodan broj, onda
je: �
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Dokaz:

Propozicija 3.4 Ako su P i Q neparani prirodni bro-
jevi takvi da je (P;Q) = 1, onda je:�
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Dokaz:

Primjer 3.8 Izra�cunajmo�
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�
:

Zadatak 3.3 Izra�cunajte
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Primjer 3.9 Fibonaccijevi brojevi Fn su de�nirani s
F0 = 0 i F1 = 1 i rekurzivnom relacijom

Fn = Fn�1 + Fn�2; n = 2; 3; :::,

i za njih vrijedi tzv. "Binetova formula"

Fn =
1p
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(�n � �n) ; � =
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p
5

2
; � =
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p
5

2
.

a) Ako je je p prost broj oblika p = 10k � 1, tada je
Fp�1 � 0 (mod p);

b) Ako je je p prost broj oblika p = 10k � 3, tada je
Fp+1 � 0 (mod p) :

Zadatak 3.4 Neka je m � 2 prirodan broj. Doka�ite
da je niz (Fnmodm) ostataka Fibonaccijevih brojeva
pri dijeljenju s m, periodi�can. Ozna�cimo njegov pe-
riod s k (m) : Doka�ite da je k (m) � m2:

Zadatak 3.5 Doka�ite: ako je p prost broj oblika
p = 10l � 1, tada k (p) j (p� 1), a ako je p prost broj
oblika p = 10l � 3, tada k (p) j (2p + 2) :


